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Exercice1:  I) Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈  ℝ, pour 𝑢 = (𝑥, 𝑦) et 𝑣 = (𝑥′, 𝑦′). On pose 

𝜑(𝑢, 𝑣) = 𝑎𝑥𝑥′ + 𝑏𝑥𝑦′ + 𝑐𝑥′𝑦 + 𝑑𝑦𝑦′ 

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 pour que  𝜑       (4pts) 

     Définisse un produit scalaire. 

II) Soit 𝐸 = ℝ2[𝑥], soit 𝐵 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} la base canonique de E et 𝐵∗ = {𝑒1
∗, 𝑒2

∗ , 𝑒3
∗} la base 

duale de B. On note 𝑣1, 𝑣2 𝑒𝑡 𝑣3 les éléments de 𝐸∗ définis pour tout 𝑃 ∈ 𝐸 par 

𝑣1(𝑃) = 𝑃(0), 𝑣2(𝑃) = 𝑃(1),   𝑣3(𝑃) = 𝑃
′(1)                                                                     (3pts)    

1) Montrer que 𝐶∗ = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} est une base de 𝐸∗. 

2) Donner la matrice de passage Q de 𝐵∗ à   𝐶∗. 

Exercice2: Diagonaliser dans une base orthonormée la matrice suivante                           (5pts)   

𝐴 = (
6 −2 2
−2 5 0
2 0 7

) 

Exercice3: Soit 𝑞:  ℝ3 → ℝ la forme quadratique définie par:                                               (8pts) 

           𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥2 − 2𝑦2 − 6𝑧2 + 3𝑥𝑦 − 4𝑥𝑧 + 7𝑦𝑧 

1) Déterminer la forme bilinéaire symétrique associée à q et sa matrice dans la base 

canonique. 

2) Décomposer q en combinaison linéaire de carrés. En déduire le rang et la signature 

de q. 

3) Q est-elle non dégénérée? Q est-elle positive? Q est-elle négative? 

4) Déterminer une base B orthogonale de q. Quelle est sa matrice dans cette base? 
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                                                               Corrigé type d'Algebre4 

Exercice1: I) 1)𝜑 est symétrique, 𝜑(𝑢, 𝑣) = 𝜑(𝑣, 𝑢) 

Pour 𝑢 = (1,0), 𝑣 = (0,1), on a  𝜑(𝑢, 𝑣) = 𝑏  𝑒𝑡  𝜑(𝑣, 𝑢) = 𝑐,   donc il faut que b=c   (1pt) 

2) 𝜑 définie positive:    𝜑(𝑢, 𝑢) = 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥𝑦 + 𝑑𝑦2 = 𝑎(𝑥 +
𝑏

𝑎
𝑦)2 +

𝑎𝑑−𝑏2

𝑎
𝑦2        (0.75pt) 

3) Pour 𝑢 = (1,0),  on a 𝜑((1,0), (1,0)) = 𝑎𝑥2 > 0  si  a>0                                             (0.5pt) 

4) Si 𝑥 = −𝑏  𝑒𝑡   𝑦 = 𝑎  alors  on trouve :   𝜑(𝑢, 𝑢) = 𝑎(𝑎𝑑 − 𝑏2), 

Pour que 𝜑(𝑢, 𝑢) > 0 il faut que 𝑎𝑑 − 𝑏2 > 0                                                                     (0.75pt)  

5) Réciproquement, supposons que 𝑎 > 0, 𝑏 = 𝑐   𝑒𝑡   𝑎𝑑 − 𝑏2 > 0   , donc 𝜑 est 

symétrique, de plus 𝜑(𝑢, 𝑢) = 0 implique 𝑦 = 0  𝑒𝑡   𝑥 +
𝑏

𝑎
𝑦 = 0  ce qui donne 𝑥 =

𝑦 = 0.             (1pt) 

II) 1) On a card(𝐶∗) = 3 = dim(𝐸∗)   ( 0.25pt)    

Soit  𝑃(𝑥) = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 

𝑣1(𝑃) = 𝑃(0) =a ce qui donne 𝑣1 = (1,0,0)                            ( 0,5pt) 

𝑣2(𝑃) = 𝑃(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 ce qui donne 𝑣2 = (1,1,1)            ( 0,5pt) 

 𝑣3(𝑃) = 𝑃(1)
′ = 𝑏 + 2𝑐  ce qui donne   𝑣3 = (0,1,2)             ( 0,5pt) 

det‖𝑣1, 𝑣2, 𝑣3‖=1≠ 0        (0,5pt) 

Donc {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} est une base de 𝐸∗. 

2)Matrice de passage       (0,75pt) 

𝑃 = (
1 1 0
0 1 1
0 1 2

) 

Exercice2:1) La matrice A est symétrique réelle, donc A est diagonalsable dans une base 

orthonormée.   ( 0,5pt) 

2)Les valeurs propres sont  𝛼1 = 3, 𝛼2 = 6,   𝛼3 = 9 .    (0.75pt) 

3)Les vecteurs propres sont 𝑢1 = (2,2,−1),   𝑢2 = (−1,2,2) , 𝑢3 = (2,−1,2)      (1.5pt) 

 



 

La matrice de passage   

𝑃 = (
2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

)              (0,25pt) 

4)Ces trois vecteurs sont orthogonaux deux à deux, maintenant ortho normalisez ces 

vecteurs: 

𝑣1 = 
𝑢1

‖𝑢1‖
= (

2

3
,
2

3
,
−1

3
),    𝑣2 = 

𝑢2

‖𝑢2‖
= (

−1

3
,
2

3
,
2

3
),   𝑣3 = 

𝑢3

‖𝑢3‖
= (

2

3
,
−1

3
,
2

3
)      (1,5pt) 

5)𝐴′ = 𝑃𝑡. 𝐴. 𝑃 = (
3 0 0
0 6 0
0 0 9

)       (0.5pt) 

Exercice3:    1)𝑓: ℝ3 ×ℝ3 →  ℝ définie par: 

𝑓((𝑥, 𝑦, 𝑧), (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)) = 𝑥𝑥′ +
3

2
𝑥𝑦′ +

3

2
𝑥′𝑦 − 2𝑥𝑧′ − 2𝑥′𝑧 +

7

2
𝑦𝑧′ +

7

2
𝑦′𝑧 − 2𝑦𝑦′ − 6𝑧𝑧′  

(1pt) 

La matrice de q est  

(

 
 
1

3

2
−2

3

2
−2

7

2

−2
7

2
−6
)

 
 

       (1pt) 

2)𝑎)   𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑥 +
3

4
𝑦 − 𝑧)2 −

25

8
(𝑦 −

8

5
𝑧)2        (2pt) 

On pose 𝜑1 =  𝑥 +
3

4
𝑦 − 𝑧,     𝜑2 =  𝑦 −

8

5
𝑧   sont linéairement indépendant  

b)  Rang q=2,   S=(s,t)=(1,1)        (1pt) 

3) q est dégénérée car s+t=2≠ dimℝ3 = 3.     (0,5pt) 

On a q n'est pas positive car t≠ 0.                       (0,5pt) 

On a  q n'est pas négative car  s≠ 0.                   (0,5pt) 

4){𝜑1, 𝜑2  } 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒, 𝑜𝑛 𝑣𝑎 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒𝑟 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑎𝑣𝑜𝑖𝑟 𝑢𝑛𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑒  {𝜑1, 𝜑2,, 𝜑3, }  avec 𝜑3 =

𝑧 de duale de ℝ3. 

On a  {

𝑥 +
3

4
𝑦 − 𝑧 = 𝑎

𝑦 −
8

5
𝑧 = 𝑏

𝑧 = 𝑐

    ce qui donne   {

𝑧 = 𝑐
𝑦 = 𝑏 +

𝑥 = 𝑎 −
3

4
𝑏 −

1

5
𝑐

8

5
𝑐            (2pt) 

Pour   a=1,   b=c=0,   on  trouve  𝑒1 = (1,0,0) 



Pour  b=1,   a=c=0, on trouve    𝑒2 = (−
3

4
,  
8

5
, 1) 

Pour c=1,   a=b=0, on trouve   𝑒3 = (−
1

5
,
8

5
, 1) 

Donc la base {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}  est q_ orthogonale, ainsi  𝑞(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 2𝑥′ −
25

8
𝑦′ 

La matrice de q dans cette base est    (

2 0 0

0 −
25

8
0

0 0 0

). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice2: 

3)    
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